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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho foi realizado no ambito da cadeira de Projecto em Matematica e aborda tépicos de
geometria algébrica computacional e da algebra comutativa. Esta escrito nao com o intuito de ser
uma abordagem profunda ao assunto mas como texto introdutério e motivador do que é possivel
fazer com algumas ferramentas da geometria algébrica, em particular as Bases de Grébner.

A resolucao de sistemas de equagoes lineares é feita através de um conhecido algoritmo, a
eliminacao de Gauss. J4 a resolucao de sistemas de equagoes polinomiais é um problema bastante
mais complexo, normalmente resolvido com recurso a métodos numéricos, uma vez que nem exis-
tem férmulas explicitas para equagoes de 5° ou maior grau numa varidvel. No entanto, em meados
do século xx, Buchberger desenvolveu a teoria das bases de Grobner que pode ser vista como
uma generalizagao da eliminacao de Gauss para sistemas lineares ou do maximo divisor comum
para polinémios numa sé varidvel. Acontece que esta poderosa ferramenta permite atacar pro-
blemas como a resolugao de sistemas de equagoes polinomiais, obtengao de férmulas explicitas de
superficies a partir de parametrizacoes, determinar a pertenca de polinémios a ideais, a igualdade
entre ideais, ou ainda aplicagbes & teoria de grafos, apenas para referir alguns.

O texto esta estruturado da seguinte forma:

e 0 segundo capitulo introduz o leitor as bases de Grobmner, e mostra como estas resolvem

algumas questoes em geometria e algebra;

e no terceiro capitulo é feita uma andlise das propriedades das bases de Grobner que permitem

resolver sistemas de equagoes polinomiais;

e no quarto capitulo falaremos de aplicacoes das bases de Grobner a dlgebra, teoria de grafos

e robdtica;

e 0 quinto capitulo contém algoritmos que implementamos no sistema Mathematica para o

calculo de bases de Grobner;

e finalmente no sexto capitulo faremos um resumo dos resultados obtidos, falaremos do poten-
cial que as bases de Grobner tém para resolver os mais diversos problemas e apresentaremos
alguns temas que podem ser aprofundados apéds a introdugao as bases de Grobner que é feita

aqui.



Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1 Preliminares

Seja k[z1,...,x,] o anel de polinémios a n varidveis sobre um corpo k e k" = {(a1,...,an) :
ai,...,a, € k} o espago afim de dimensao n sobre k. Um polinémio f em k[zq,...,z,] é da forma
[ =2, aax%, e também pode ser visto como a funcdo f : k" — k, que faz corresponder a um
elemento do espago afim um elemento de k. Caso k seja finito, a dualidade polinémio/funcéo pode

dar origem a confusoes.

Exemplo 1. Considere-se f = x(x — 1)(z — 2) € F3[x]. Verifica-se que f(z) = 0,Vz € F3 e no
entanto f # 0.

Dado um corpo k e polinémios f1, ..., fs em k[z1, ..., z,] define-se por V(f1,..., fs) = {(a1,...,a,) €
K. filar,...,;an) = 0,1 < i < s} como a variedade afim definida por fi,..., fs. A variedade
afim definida por f1,..., fs é portanto o conjunto dos zeros que os polinémios f1,..., fs tém em
comum.

Exemplo 2. Dd-se a V(y — 22,z — 2%) C R3 0 nome de ciibica torcida. Esta variedade pode ser
vista como a imagem da aplicacdo c : A' — A3 definida por t — (t,t2,t3). Tem como superficie
tangente c(t) +uc (t) = (¢, 13, t3) +u(1, 2t, 3t?) = (t +u, t? + 2tu, t* + 3t>u). Mais a frente veremos
como desta parametrizacdo podemos deduzir a equacdo que define a superficie tangente da cubica

torcida apenas em termos de x,y, z.

Dadas V e W, duas variedades afins, podemos construir VNW e VUW que sao ainda variedades.

Estas sdo dadas pelas férmulas
VnW:V(fla7fsagl7agt)aVUW:V(flg] 01 SZS571 S] St)

No estudo da algebra comutativa as estruturas que mais interessam analisar sao os ideais que
podemos definir da seguinte maneira:

Um subconjunto I C k[z1,...,2,] diz-se um ideal se:
i. 0 eI
ii. se f,ge I entao f+ge€;

iii. se felehc¢€klxy,...,z,],entdo hf € I.



Define-se o ideal gerado por fi,..., fs como
(fiyeoos fo) = {Zhifi thi,.... hs € k[xl,...,xn]}.
i=1

Introduzimos também a defini¢ao de ideal de uma variedade — dada uma variedade afim V' C k",
oseuideal é I(V) = {f € kx1,...,x,] : f(a1,...,a,) =0, para todo o (ay,...,a,) € V}. O ideal
da variedade é portanto o conjunto de todos os polinémios que se anulam nos pontos de V.

Exemplo 3. Voltando ao Ezemplo 2, seja V. = V(y — 22,z — x3). Vejamos que I(V) = (y —
22,2 — a3).  Mostramos primeiro que dado um f € R[z,y,z] este pode ser escrito na forma
f=hi(y—z®)+ha(z—2%)+7, onde hi, he € Rlx,y, 2] er € Rlx]. Caso f seja um mondmio,z*y” 27

temos que

2y’2" = 2% (2 + (y — 2%))° (2® + (2 — 2%))"
= 2%(x? + termos em y — %) (237 + termos em z — z°)

=hi(y — :cz) + ho(z — :cs) + g t26+3y

Caso f seja um polinomio, € portanto uma combinacdo de mondmios, e logo terd uma decomposi¢ao
semelhante & que vimos. Vejamos entao que I(V) = (y — 22,z — x3). Tem-se que y — 2%,z — 23 €
I(V) pela definicdo de cibica torcida. Dado que I(V) ¢é um ideal, hy(y — 22) + ha(z — 23) € I(V)
e logo (y — 2% 2 — 23) C I(V). Para a outra inclusio, seja f € I(V) e tome-se a decomposi¢io
anterior f = hi(y — 2%) + ha(z — 23) + 7. Usando a parametriza¢io da cibica, dado que f é zero
em V temos que
0= f(t,t*t*) =h1 -0+ ha-0+7(2)

e logo T € o polinémio nulo, pelo que f é da forma hi(y — 2%) + ha(z — 23) e portanto I(V) =

(y — 2%, 2 — a3).

Esta nogao ilustrada no exemplo é muito importante: dados polinémios fi, ..., fs € k[z1,...,Ty]

podemos construir

polinémios ~> variedade > ideal

fl,...,fs — V(fl,...,fs) — I(V(fl,,fs))

e perguntarmo-nos quando é que I(V(fi,...,fs)) = (f1,-.-,fs)? Ou pelo menos, qual a sua
relagao? Podemos assim colocar certas questoes que gostariamos de ver respondidas:

e Dadoumideal I C kf[zy,...,z,] podemos escrevé-lo como (f1, ..., fs) paraalguns fi,..., fs €
Kx1,...,2,]? Ou seja, é I finitamente gerado?
e Dados fi,..., fs € Kx1, ..., z,] existe algum algoritmo que decida se um dado f € k[z1,...,z,]

estd em (f1,..., fs)?

e Dados conjuntos de polinémios {f1,..., fs} € {g1,...,9:} podemos decidir se (f1,..., fs) =
(9151907

e Dados fi,..., fs € k[x1,...,2,], qual a relacio exacta entre (f1,..., fs) e I(V(f1,..., fs))?



2.2 Relagoes de ordem em k|zq,...,,]

Chamamos a um elemento de T" = {x?l ...xPn . B; € N para todo o i = 1,...,n} um monémio.
Dado um mondémio em k[z1,...,zy,] , % = 27" ... 2%, podemos fazé-lo corresponder unicamente
a um n-tuplo em N" o = (ai,...,a,). Assim, podemos estabelecer relagoes de ordem para
monémios em k[xy,...,r,] usando relacdes de ordem em N” para n-tuplos, onde 2% > 2% sse

« > . Vamos impor trés condigoes nestas relagoes de ordem: que sejam totais, ou seja, que dados
quaisquer dois elementos a e 8 € N” se tem que a >  ou 8 > a ou a = f3; que dados a, 5,7 € N”
com « > f3, entao o+ v > B + v; além disso é necessario que > seja uma boa ordenagao de N™,
ou seja, que todo o subconjunto nao vazio de N tenha elemento minimo para a relagao >.

Dado a = (a1,...,a,) € N* dizemos que o grau total do mondmio definido por « é |a| =
Yo, ;. Considerem-se entao dois mondémios & = (aq,...,a,) e 8= (B1,...,3,) € N*. Trés das

possiveis relagoes de ordem sao definidas por:
e Ordem lexicografica - a >, 0 se em a— [ a entrada mais a esquerda nao nula é positiva.
e Ordem por graus lexicografica - a >, 8 se |a| > |8] ou se |a] = |B] entdo a >jeq 5.

e Ordem inversa por graus lexicografica - a >geyies 0 se |a| > |B] ou se |a] = |B] se tem

que em « — 3 a entrada mais & direita nao nula é negativa.
Dados f =3, aqxz® e > uma relagao de ordem para mondémios, temos ainda de definir:
e Multigrau - multideg(f) = max(a € N": a, # 0);
¢ Coeficiente maximo - LC(f) = amuitideg(r) € K
¢ Monémio maximo - LM(f) = gmuitides(f).
e Termo maximo - LT(f) =LC(f)-LM(f).

Exemplo 4. Considere-se o polindmio em Rlx,y, 2], f = 23 +xy*22 +y52. Tem-se que, ordenando

do maior termo para o menor,

f =234 zy*2? + y%2, na ordem lex
f=ay*2? + %2 4+ 23, na ordem griex

f=19%+ zy*2? + 22, na ordem grevlex

2.3 Algoritmo de divisao em klz1, ..., x,]

O algoritmo apresentado nesta secgao vai ser usado para tentarmos decidir se um dado po-
linémio f € klx1,...,2,] estd num ideal I = (f1,...,fs). Se considerarmos o anel dos po-
linémios a uma varidvel, k[z], uma vez que é um dominio de ideais principais (ver [2]), qual-
quer ideal (f1,..., fs) é da forma (m). Além disto sabemos também que este polinémio m que
gera (f1,...,fs) € mde(f1,...,fs), o mdximo divisor comum dos polindmios fi,..., fs. Apds
encontrarmos o maximo divisor comum dos polinémios do ideal, para o algoritmo decidir se
f e {fi,..., fs) = (mde(f1,...,fs)) = (m) divide f por m e obtemos uma decomposicdao da
forma f =m-q+r. Caso r seja o polinémio nulo obtemos que f € (f1,..., fs); caso r # 0 temos

que o polinémio f nao pertence ao ideal. O que queremos obter agora é um algoritmo que resolva



este problema em k[z1,...,x,]. Até nota em contrario, assumimos estar a trabalhar com uma

qualquer relacao de ordem fixa.

Teorema 1. Seja F = (f1,...,fs) um s-tuplo de polindmios em klxy,...,x,] . Entdo todo o

polinémio f € klxy,...,x,] pode ser escrito na forma
f=afi+...+tasfs+r

onde a;,r € klx1,...,2,] €, our =0 ou r € uma combinagdo linear, com coeficientes em k , de

mondmios, nenhum dos quais divisiveis por LT(f1),..., LT(fs).

O seguinte algoritmo — que recebe como argumentos o polinémio dividendo f e os polinémios

divisores f1,..., fs, € devolve os quocientes a1, ...,as € o resto da divisao r — calcula esta divisao:
Algoritmo 1 Divisao em k[z1,...,x,)
a1 =0,...,a, =0
r=20
p=1rf
while p # 0 do
i=1

divoc = false
while ¢ < s A divoc = false do
if LT(f;) divide LT(p) then

a; = a; + LL:,T((}?)
p=p— 15 fi
divoc = true
else
i=1i+1
end if
end while

if divoc = false then
r=r+ LT(p)
p=p—LT(p)
end if

end while

O problema aparenta estar resolvido com este algoritmo de divisdo mas acontece que k[x1, ..., 2,]
nao é dominio de ideais principais, pelo que nao sabemos como, dado um dado ideal, encontrar um
unico gerador do ideal e aplicar o mesmo raciocinio utilizado em k[x] — ou pelo menos encontrar um
conjunto finito de geradores desse mesmo ideal onde aplicar o algoritmo de divisdo que acabamos
de ver. Além disso, pode dar-se o caso em que o resto da divisao nao é zero e o polinémio pertence
ao ideal, ou seja, dado um qualquer conjunto de geradores do ideal, a condicao de que o resto da
divisao é nulo é apenas condigao suficiente para a pertenca ao ideal. No entanto, para um certo

tipo de bases esta equivaléncia verifica-se e serdo essas bases que queremos encontrar.

Exemplo 5. Sejam fi = zy+ 1 e fo = y?> — 1 € kx,y] com a ordem lexicogrdfica. Dividindo
f=xy?> —x por F = (f1, f2) obtém-se

vy —rz =y (y+1)+0- (> - 1)+ (—z—y)



enquanto que se dividirmos por F' = (fa, f1) obtemos
xy? —x=0-(zy+1)+z- (> —1)+0.
A primeira divisao mostra que mesmo estando f em (f1, f2) € possivel obtermos r # 0 na divisao.

Seguimos entao a procura das bases com “boas” propriedades para depois aplicarmos o algo-
ritmo de divisdo. Como vimos, queremos que a condigdo r = 0 seja equivalente a pertenca do
polinémio ao ideal. As bases com esta propriedade damos o nome de Bases de Grébner e serao
0 nosso objecto de estudo principal. Para obtermos as Bases de Grobner necessitamos primeiro
do Teorema da Base de Hilbert, um famoso teorema da algebra cuja demonstragao é tradicional-
mente feita por reductio ad absurdum. Apresentamos outro caminho para este teorema de modo
a obtermos uma versao construtiva do mesmo, e assim prosseguirmos na busca de um algoritmo
que construa as bases de Grobner. Para isto precisamos ainda de introduzir a nogao de ideal de
mondmios e o Lema de Dickson.

Um ideal I C k[z1,...,x,] diz-se um ideal de mondmios se os seus geradores, possivelmente
infinitos, forem monémios. Escrevemos que I = (z® : o € A), onde A C N" é possivelmente

infinito.

Lema 1. Seja I = (2 : o € A) um ideal de mondmios. Entio 2° estd no ideal sse 2P ¢ divisivel

por x% para algum o € A sse todas as entradas de f — « sGo maiores ou iguais a zero.
de onde se obtém,

Lema 2 (Dickson, [1]). Um ideal de monémios I = (x®: o € A) C klx1,...,x,] pode ser escrito
na forma I = (z®M) ... 22®)) onde a(1),...,a(s) € A. Isto é, I é finitamente gerado.

O Lema de Dickson é uma importante ferramenta, uma vez que dado um ideal que tem um
conjunto infinito de geradores encontra-nos uma base finita para esse ideal. Obviamente que
ainda estamos apenas a considerar ideais de monémios mas, como veremos de seguida, o caso
geral também se verifica.

Para um ideal I C k[z1,...,z,] definimos agora o ideal dos seus termos mdzimos como LT (I) =
{cxz® : existe f € I com LT(f) = cz®}. Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos
de LT(I).

Lema 3. Seja I C k[z1,...,2,]) um ideal. Entao verifica-se:
i. (LT(I)) € um ideal de mondmios;
it. existem g1,...,9s € I tais que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs)).

Seguindo por esta ordem de ideias apresentamos um importante teorema da algebra que nos
consegue responder ao primeiro problema apresentado, serd que qualquer ideal I C k[x1,...,x,] é

finitamente gerado? A resposta afirmativa é dada pelo Teorema da Base de Hilbert,

Teorema 2 (da Base de Hilbert, [1]). Todo o ideal I C klx1,...,x,] tem um conjunto finito de
geradores. Ou seja, I = (g1,...,9s) para alguns gi,...,9s € I.

E a custa deste teorema que se demonstra que muitos dos algoritmos que apresentamos a frente

terminam, uma vez que este teorema é equivalente a condicao da cadeia ascendente de ideais:

Teorema 3. Seja Iy C Iy C Is C ... uma cadeia ascendente de ideais de k[xy,...,x,] . Entdo

eviste um N > 1 tal que Iy = In41 = Inyo = .. ..



2.4 Bases de Grobner

Um subconjunto finito G = {g1,...,9s} de um ideal I diz-se uma base de Grébner se

(LT(I)) = (LT(g1), - ., LT(gs))-

Pode-se mostrar que todo o ideal nao nulo possui uma base de Grébner e, além disso, que
qualquer base de Grobner de um ideal gera esse mesmo ideal. Vamos agora verificar que utilizando

uma base de Grobner, o resto da divisdo em k[z1, ..., x,] fica unicamente determinado.

Proposicao 1. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grobner de um ideal I C Kx1,...,x,] e seja
f € klx1,...,x,]. Entao existe um dnico r € k[x1,...,x,] tal que:

e nenhum termo de r € divisivel por algum LT(g;);

o cxiste g € I tal que f =g+ .

Em particular, r € o resto da divisdo de f por G, independentemente da ordem pela qual G estd

listado.

Demonstragio. Seja f € k[xy,...,x,]. Tem-se, pelo algoritmo da divisdo, que podemos escrever
f = >2I_, aig; + r onde nenhum termo de r ¢ divisivel por algum LT(g;). Existe portanto um
g €1 tal que f = g+ r — consideremos g = >.._, a,g;. Note-se que g pertence a I pois todos os
g; estao em I. Suponhamos agora que existem g,r,g’,r" tais que f = g +r = ¢’ + r’.Temos que
g—g =1r'—r, e, como tanto g como ¢’ estdo em I, g—g' € I. Portanto v’ —r € I, donde sucede que
LT(r'—r) € (LT(¢1),---,LT(gs)), por G ser de Grobner. Mas se LT(+' —r) € (LT(¢1), . ..,LT(gs))
entao terfamos que LT(r" — ) seria divisivel por algum LT(g;), o que é absurdo, pois tanto r como
r’ foram obtidos pelo algoritmo da divisdo que garante que nenhum deles é divisivel por algum

LT(g;) pelo que a soma deles também néo o serd. Tem-se portanto que r = r’. O

Estamos agora em condigoes de responder a segunda pergunta colocada no inicio — dados
polinémios f, f1,..., fs € k[z1,...,z,] existe algum algoritmo que decida se f estd em (f1,..., fs)?

Mais uma vez a resposta é afirmativa,

Coroldrio 1. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner de um ideal I C k[zq,...,2,] e seja

f € kzy,...,x,]). Entao f €I sse o resto da divisio de f por G € zero.

O tnico problema com que nos deparamos agora é que esta condi¢ao apenas funciona caso
tenhamos uma base de Grobner a priori. Caso nao seja o caso teremos de encontrar uma base de
Grébner primeiro e serd sobre esse assunto que nos vamos debrucar agora.

Vamos denotar o resto da divisdo de f pelo s-tuplo ordenado F' = (fi,. .., fs) por ?F. Definimos
ainda mais dois conceitos: dados polinémios f, g € k[x1, ..., x,] ndo nulos com multideg(f) = a e
multideg(g) = 8 seja v = (71, ...,7n), onde cada v; = max(«;, ;) e definimos que 27 é o minimo
maltiplo comum de LM(f) e LM(g), escrito 27 = mmc(LM(f),LM(g)). O S-polindmio de f e g é

dado por
x7 il

S(f.9) = f- g-
V9= Trp! I
Exemplo 6. Sejam, por exemplo, f(z,y) = 2®> + 2y e g(z,y) = 2%y?> + = € Rlz,y] na ordem
f)

,LM(g)) = 22y? e logo o S-polinémio de f e g é

$2y2 .1322/2
S _ 2 . 2,2
(f.9) = —5 (" +ay) 2, (7Y + )

lexicogrdfica. Tem-se que mmc(LM(

=xy —x



Este novo conceito, o S-polinémio, é o que nos vai permitir construir a base de Grobner.
Vejamos como: queremos obter um subconjunto finito G = {g1,...,9s} de um ideal I tal que
(LT(I)) = (LT(¢1),-.--,LT(gs)). Um problema que surge imediatamente na construcdo de G é a
possibilidade de existir uma combinagao dos g; de maneira a que o termo maximo desta combinagao
se cancela, ou seja 0 termo mdximo nao vai pertencer ao ideal gerados pelos LT(g;). Por outro
lado esta combinagao de g; estd em I pelo que o seu termo maximo estd no ideal gerado pelos
termos maximos dos polinémios de I, e dai a nossa igualdade nao se verifica. Os S-polinémios
foram especificamente criados para cancelar os termos maximos e quando acrescentados a G esta
ambiguidade desaparece.

Com isto, conseguimos enunciar um importante resultado,

Teorema 4 (Critério de Buchberger). Seja I um ideal. Entdo a base ordenada G = (g1,...,9t)

—C
¢ uma base de Grobner de I sse para todos os pares i # j, S(gi,9;) =0.

Do critério de Buchberger podemos retirar uma ideia sobre como construir uma base de Grobner
para um ideal I: calculamos S(T,gj) para todos os polinémios da base conhecida (que se sabe
ser finita pelo Teorema da base de Hilbert); caso todos sejam zero j& temos uma base de Grébner;
caso contrario, acrescentamos aos geradores S(g;,g;) e calculamos os novos S-polinémios tal
como o seu resto da divisao por G. O algoritmo continua assim até todos os restos das divisoes de
S-polinémios pelos geradores seja zero. Podemos agora tentar escrever um algoritmo que calcule
uma base de Groébner para um ideal.

Este algoritmo recebe um conjunto finito de geradores de I, F = (f1,..., fs) e devolve uma
base de Grobner G para I:

Algoritmo 2 Algoritmo de Buchberger
G=F
repeat
G' =G
for cada par {1,)7 q},p # qem G’ do

S=5(p,q)
if S # 0 then
G=GU{S}
end if
end for
until G = G’

Uma vez que este algoritmo trabalha de uma maneira um pouco cega, é natural que as bases de
Grobner criadas contenham muito mais geradores de que necessitariam pelo que é 1itil o seguinte

lema:

Lema 4. Seja G uma base de Grébner para o ideal I e p € G um polindmio tal que LT(p) €
(LT(G — {p})). Entao G — {p} também é uma base de Grobner para I.

Podemos assim definir ainda uma base de Grobner minimal, que obedece a
i. LC(p) = 1 para todo o p € G;

ii. para todoope G,LT(p) ¢ (LT(G — {p})).



E caso uma base verifique i. e
iii. para todo o p € G, nenhum mondémio de p estd em (LT(G — {p}))
diz-se uma base de Grobner reduzida. As bases reduzidas sao bastante especiais:

Proposicao 2. Seja I # 0 um ideal. Entao, para uma relagao de ordem de mondmios, I tem

uma unica base de Grobner reduzida.

Esbo¢o da demonstrag¢ao. Aplicando o algoritmo de Buchberger obtemos uma base de Grébner
para I. Em seguida, utilizando o Lema 4 e acertando os coeficientes maximos dos geradores
conseguimos eliminar geradores da base de Grobner tornando-a minimal. Seja G = {g1,...,9:}
uma base minimal de I. Para a tornar reduzida, considere-se o seguinte processo: actualizar
G onde cada g; é substituido por g;“\%. Isto torna a base reduzida. Para provar a unicidade,
tomam-se duas bases de Grobner reduzidas, G e G. Por maioria de razao, sao também bases

minimais e mostra-se que LT(G) =LT(G) e que tém o mesmo nimero de geradores. Basta em

seguida raciocinar por absurdo e a demonstragao fica completa.

Esta proposi¢cao resolve o terceiro problema colocado na primeira seccao para determinar
quando é que dois conjuntos de polinémios geram o mesmo ideal. Para fazermos isto basta
calcular a base de Grobner reduzida de cada um deles e ai os ideais gerados serao o mesmo sse as

suas bases de Grobner reduzidas o forem.

2.5 Melhoramentos do algoritmo de Buchberger

Nesta seccao iremos apresentar alguns critérios que melhoram a eficiéncia do algoritmo de Buch-
berger. Para o fazermos vamos primeiro definir um novo conceito, a redugao.

Seja G = {g1,...,9s} C k[z1,...,2,]. Dado f € k[z1,...,x,] dizemos que f se reduz a zero
mddulo G, escrito f —¢ 0, se f pode ser escrito na forma f = >"7_, a;g; satisfazendo que a;g; # 0

implica multideg(f) > multideg(a;g;).

Lema 5. Seja G = (g1,...,9s) um s-tuplo de polindmios em klxy,...,x,] € [ € Kx1,...,x,).

. =G . . . ~ .
Entao f~ =0 implica f —>¢ 0 mas o reciproco pode nao se verificar.

Exemplo 7. Seja G = (xy+ 1,4% — 1) e f = 2y® — x, na ordem lezicogrdfica. Tem-se que ?G =
—x—y eno entanto f —s 0 uma vez que também podemos escrever f = 0-(xy+1)+x-(y*> —1).

Como multideg(zy? — x) > multideg(zy? — 1) seque que f — ¢ 0.

-G
Note-se ainda que caso G seja uma base de Grobner entao f —a¢ 0 & f = 0. Assim

encontramos um novo critério para encontrar uma base de Groébner:

Teorema 5. Uma base G = {g1,...,9s} para um ideal I é base de Grébner sse S(gi,9;) —c 0
para todo o par (i,j) com i # j.

Vamos reflectir um pouco em como podemos optimizar o algoritmo de Buchberger e, para isso,

vamos recordar que este é basicamente constituido por dois passos em cada ciclo:
i. o céalculo dos S-polinémios;

ii. a reducao dos S-polinémios médulo G.
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Recorde-se ainda que o algoritmo termina e devolve a base de Grobner pretendida assim que todos
os S-polinémios se reduzem a zero. Destes dois, o passo mais moroso é sem duvida a reducao dos
S-polinémios, uma vez que invoca o algoritmo de divisao e a medida que a base aumenta de
tamanho, também o algoritmo de divisao fica mais demorado. E ainda de reparar que & medida
que o calculo da base de Grobner progride, sao acrescentados em cada novo ciclo um conjunto
de S-polinémios cada vez maior. Como o algoritmo termina, a quantidade de S-polinémios que
reduz para zero aumenta muito com a evolugao do algoritmo e muitos dos célculos executados nao
ajudam na construgdo da base de Grobner (apenas confirmam que j& é uma base de Grobner).
De facto, existe um ponto antes de o algoritmo terminar em que ji temos a base de Groébner
pretendida mas nao o sabemos. O que tentamos agora fazer é encontrar critérios que consigam
“prever” quando é que um dado S-polindémio vai reduzir a zero, tornando assim o cédlculo da base
de Grébner mais eficiente.

Proposicao 3. Dado um conjunto finito G C k[x1,...,x,], com f,g € G tais que mme(LM(f),LM(g)) =
LM(f)-LM(g) entio S(f,g) —¢ 0.

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade admita-se que LC(f)=LC(g) = 1. Tem-se que f =LM(f)+
p e g =LM(g) + ¢. Calculando o S-polinémio de f e g obtemos

() = st g -

=LM(g)f — LM(f)g
=g—af—(f-pg
=gf—af —fg+gp
=gp—fqa—¢c0

LM(g) - LM(f)
LM(g)

O

Seja F = (f1,...,fs) € (K[z1,...,2,])*. Uma syzygy nos termos maximos LT(f1),..., LT(fs)
é um s-tuplo S = (h1,...,hs) € (kz1,...,2,))® tal que >.; , h;-LT(f;) = 0. Denotamos por
S(F) C (k[z1,...,2z,])® o conjunto de todas as syzygies em LT(f). Além disso, um elemento
S = (1M ... c,x®®)) € S(F) diz-se homogéneo de multigrau o € N™ se au(i)+multideg(f;) =
sempre que ¢; # 0.

Exemplo 8. Seja F = (f1,...,fs) um s-tuplo de polindmios de klx1,...,x,] e 27 o minimo
maltiplo comum dos termos mdzimos de f;, f;. Verifica-se que a syzygy S; ; = %&i)ei — #}j)ej
dos termos mdzximos de f;, f; € homogénea de grau y. Tem-se

S il all
i,j—(0,...,T(fi),o,...,o,—m70,...70)
(0 x'y—multideg(f'i) 0 0 x’y—multideg(fj) 0 0)
- 3y LC'(fz) sy Uy oo ey Uy LC'(fj) s Uy e ey Ujy

pelo que
{a(i) = v — multideg( f;) - {7 = «a(i) + multideg( f;)
a(j) = v — multideg(f;) v = a(j) + multideg(f;)

Podemos agora ver que toda a syzygy pode ser escrita como combinagoes das syzygies definidas

no exemplo anterior.
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Proposicao 4. Dado F = (f1,...,[s) toda a syzygy S € S(F) pode ser escrita na forma S =

> i<j uijSij onde cada u;; € Kz, ..., n].

Uma observacgao interessante ¢ a que nao precisamos de todas as S;; para gerar as syzygies em

S(F).

Exemplo 9. Seja F = (22y? + 2,2y — y, 2%y + y2) na ordem lexicogrdfica. Verifica-se que

-T2y2
812 = (CCTyQ7 —(E,O) = (1a —(E70)
Siz = (1,0,—y)
523 = (0,$, _y)

Tem-se que Sa3 = S13 — S12. Por isto, Saz diz-se redundante e que {Si2,S13} forma uma base

para as syzygies S(F).
Podemos agora dar um novo critério para o algoritmo de Buchberger,

Teorema 6 ([1])

. Uma base G = (g1,...,9s) para um ideal I é base de Grobner sse para todo o
elemento S = (h1,...,hs) duma base homogénea para as syzygies S(G) se tem

S'G:ihigi —a 0.

=1

Temos agora uma condigao mais forte do que o Teorema 3 nos dava para decidir se uma base
é de Grobner ou nao. No entanto, este critério s serd bom caso consigamos encontrar bases para

S(G) pequenas. Para isso obtemos a seguinte proposigao,
Proposig¢ao 5. Dado G = (g1,-..,9s), suponhamos que temos:

i. um subconjunto S C {S;; : 1 <i< j <t} que é base para S(G);

ii. elementos gi,gj, gx € G distintos tais que LT(gy) divide mmc(LT(g;),LT(g;)).
Tem-se que se S, Sji € S entdo S—{S;;} também € base de S(G).

Podemos agora implementar uma nova versao do algoritmo de Buchberger — recebe um s-tuplo

F' de polinémios geradores de I e devolve uma base de Grobner G para I:
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Algoritmo 3 Algoritmo de Buchberger com critérios

B={(ij):1<i<j<s}
G=F
t=s
while B # () do
Selecciona (i,j) € B
if mmc(LT(f;), LT(f;)) # LT(f:)- LT(f;) A crit(fi, f;, B) = false then

S =S(fi, f;)
if S # 0 then
t=t+1
fi=S
G=GU{f}
B=BU{(i,t):1<i<t-—1}
end if
end if
B=B-{(i,j)}
end while

Observagao: crit(f;, f;, B) é true se existe algum k ¢ {7, j} para qual os pares [i, k] e [j, k] ¢ B
e LT(fx) divide mmc(LT(f;),LT(f;)).
Notas [i,] i= (min(7, j), max(i, )
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Capitulo 3

Nullstellensatz, geometria,

eliminacao e extensao

Neste capitulo vamos ver como o célculo de bases de Grobner de um ideal pode eliminar varidveis

facilitando, ou mesmo resolvendo, problemas complexos.

3.1 O Nullstellensatz de Hilbert

Nesta seccdo vamos enunciar outro famoso teorema de Hilbert, este conhecido pelo seu nome
alemao, Nullstellensatz, que se traduz para o teorema do lugar dos zeros. Este teorema vai-nos
permitir obter informagoes sobre variedades de ideais em k[xy,...,2,] . Nesta secgdo vamos
denotar por K = k, o fecho algébrico de k, quando necessitamos de trabalhar com um corpo alge-
bricamente fechado. Podemos assim estender as definicbes dadas no capitulo 2 sobre variedades.
Dado um subconjunto S C kz1,...,%,], a variedade Vk(S) C K™ é Vg (S) = {(a1,...,a, €
K™ : f(ai,...,a,) = 0 para todo o f € S}. Relembramos ainda do capitulo 2 que o ideal
de uma variedade V é definido por I(V) = {f € klz1,...,2z] : f(a1,...,a,) = 0 para todo o
(a1,...,an) € V]

Existem varias variantes do Nullstellensatz — nés vamos apresentar duas delas, conhecidas como
Nullstellensatz fraco e forte. Note-se que apesar da facilidade com que os conseguimos apresentar,

estes teoremas de Hilbert sao bastante profundos.

Teorema 7 (Nullstellensatz de Hilbert fraco, [8]). Seja I wm ideal de klxi,...,z,]. Entdo
Vi(I) =0 sse I = kz1,...,z,].

Note-se que no caso K = C este teorema pode quase ser interpretado como o Teorema funda-
mental da algebra para polindmios em mais do que uma variavel.

Para enunciar o Nullstellensatz forte teremos de introduzir um novo conceito: dado um ideal
I de k[z1,...,2,] , o radical de T é /T = {f € k[x1,...,x,): 3j € N: f7 € I}. O radical de um
ideal é sempre um ideal e tem-se ainda que Vi (1) = Vi (V).

Estamos agora em condigoes de apresentar o Nullstellensatz forte,

Teorema 8 (Nullstellensatz forte, [8]). I(Vi(I)) = VT para qualquer ideal de kz1,. .., 2,] .

De onde podemos ver que dois ideais I e J correspondem a mesma variedade sse os seus radicais

S840 0 mesmo.
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Exemplo 10. E fdcil perceber que Vi (22 +y?) = Ve(z,y) = {(0,0)}. Por outro lado, V(22 +42)
¢ a uniao de duas rectas, y = +ix e Ve(z,y) = {(0,0)}. Deste simples exemplo se percebe a
importancia que tem o corpo ser algebricamente fechado — em R ndo tinhamos capacidade de
diferenciar os dois ideais (através da andlise das variedades associadas) enquanto que isso jd é

possivel em C.

Consideremos um ideal I = (f1,..., fs) de k[z1,...,2,] e a sua base de Grébner reduzida,
G = {g1,...,9:}, para uma qualquer relacdo de ordem e vejamos como o Nullstellensatz fraco
pode ser imediatamente aplicado para mostrar um resultado muito 1til: caso G = {1}, temos que
o ideal I é todo o k[x1,...,z,] e portanto pelo Nullstellensatz fraco temos que a variedade do
ideal é vazia e logo os polinémios fi, ..., fs ndo terdo nenhum zero em comum; caso G # {1}, pela
mesma ordem de ideais, teremos que os polinémios tém pelo menos um zero em comum. Tudo

isto pode ser resumido a
Vk(I)=0sseleq.

Esta férmula comeca a relacionar a existéncia de solugoes para sistemas de equagoes polinomiais
com a forma das bases de Grobner e cada vez mais veremos aplicagoes das bases de Grobner nesse
sentido. O seguinte teorema, apesar de parecer um lema técnico é de facto um grande passo
para compreendermos a razao pela qual quando uma base de Grobner é calculada numa ordem

lexicografica aparecem equagoes com certas variaveis eliminadas.

Teorema 9 ([8]). Dado um ideal I = (f1,..., fs) C k[x1,...,2,] € a sua base de Grébner reduzida

para a ordem lexicogrdfica, G = {g1,...,9:}, as sequintes afirmagdes sao equivalentes:
i. a variedade Vi (I) € finita.
ii. para cada i =1,...,n, existe j € {1,...,t} tal que LT(g;) = ¥, onde v € N.
iii. a dimensao da base do espago vectorial k[z1,...,xy,) /I € finita.

Um ideal I # klz1,...,2,] que satisfaz qualquer uma das assergdes do teorema diz-se de
dimensao zero ou zero dimensional. Estes ideais sao de extrema importancia — sao tais que quando
a sua base de Grobner é calculada na ordem lexicogréfica apresentam uma forma triangular muito
a semelhancga das matrizes em escada da algebra linear como podemos perceber pelo seguinte

corolario,

Coroldrio 2. Dado um ideal I zero dimensional seja G = {gi1,...,9:} a sua base de Grobner
reduzida na ordem lexicogrdfica com x1 < ... < x,. Entdo existe uma indexagdo dos polindmios

91,---,9¢ tal que g; € k[z1,...,z;] e que LT(g;) é uma poténcia da varidvel x;.

Ou seja, o polinémio ¢g; da base de Grobner apenas tem como varidveis o z1, o polinémio
g2 apenas tem como varidveis z1,Ts e assim sucessivamente. Este coroldrio é basicamente uma
maneira mais explicita de escrever a afirmacao ii. do teorema anterior e com isto conseguimos
entender porque é que a ordem lexicografica elimina varidaveis. Na proxima sec¢ao vamos enunciar

outros teoremas que nos ajudam na resolucao de sistemas de equagoes polinomiais.

3.2 Teoremas da eliminacao e da extensao

Nesta sec¢ao vamos enunciar dois importantes teoremas para de seguida vermos algumas das suas
aplicagoes a resolucao de sistemas de equagoes polinomiais e a obtencao das equagoes explicitas

de variedades, partindo de uma sua parametrizagao.
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Para motivarmos estes teoremas, vejamos um exemplo pratico,
Exemplo 11. Consideremos o sistema de equacgdes

2yt 42 =4
a? +2y* =5

rxz =1

Calculando a base de Grébner do ideal I = (x?+y?+22—4, 22 +2y*—5, x2—1) na ordem lex com
x >y > z obtemos a base G = {1—322+22*, —1+y?—2%, —32+223}. Note-se como g1 = 1—32>+
224 € k[z]. Assim, e factorizando g1 = (z—1)(2+1)(22%2—1) podemos comecar a resolver o sistema
(que lembra um sistema triangular da dlgebra linear) por substituicdo. De g1 = 0 obtemos que z =

+1, :l:%, substituindo e resolvendo ga = 0 e por fim substituindo em g3 as solugdes paray e z obte-

mos as oito solugdes do sistema, {(1,+v/2,1), (=1, +£v/2,-1), (v/2, :t@, %), (—\/5,:&@, —%)}

O que é que nos permitiu encontrar estas solugées? Em primeiro lugar conseguimos através da
criagdo da base de Grobner obter um polindmio numa s6 varidvel (ou seja elimindmos varidveis).
Apds resolvermos esta equagdo em k[z], conseguimos estender as solugoes de g; para solugdes do
sistema inicial. Podemos formalizar a nogao de eliminacao facilmente — basta reparar que o que
aconteceu foi g1 € I Nk[z]. No caso geral temos que:

Dados I = (f1,..., fs) C klz1,...,xy], 0 j-€simo ideal de eliminacao, I;, é oideal de k[ i1, ..., xy)
definido por I; = I Nk[xjt1,..., T

Ou seja, o ideal I; contém todos os polinémios do ideal original que nao contém as varidveis
Z1,...,2;. Portanto, “eliminar” as varidveis xi,...,x; é equivalente a encontrar um polinémio
nao nulo em ;. Apresentamos um dos teoremas da secgao que nos diz que a base de Grobner de
um ideal de eliminagao é apenas o conjunto de polinémios da base de Grobner do ideal original

que apenas contém as varidveis x1, ...,z ,

Teorema 10 (da Eliminagao, [1]). Se G é uma base de Grébner na ordem lexicogrdfica com
x1 > T9 > ... > xy do ideal I C Kzq,...,x,] entdo para todo 0 < j < n, o conjunto G; =
GNEklzjqr,...,z,] € base de Grébner para I;.

Discutamos agora a extensao de solucoes das equacoes em I; para solugoes em I. Dado um
ideal I e a sua variedade afim, V(I), a nossa ideia intuitiva consiste em, depois de fixarmos um
ideal de eliminagdo, I;, e neste encontrarmos uma solug¢ao parcial (ou seja encontrar um ponto em
V(I})), por exemplo (aj11,.-.,ay,), estender a solugao para a variedade V(I;_1), e, continuar desta
forma, até encontrarmos uma solu¢ao em V(I). Pode acontecer que, dadas solugoes em V (I;) para
t > 0, estas nao consigam ser estendidas para uma solucao na variedade do ideal original, mas

temos um teorema que nos dé um critério de extensao,

Teorema 11 (da extensdo, [1]). Dado k algebricamente fechado, seja um ideal I = (f1,..., fs) C

Kxi,...,2,] e Iy o primeiro ideal de eliminacao de I. Escreva-se, para cada 1 <i<s
fi=gi(xa,... ,xn)xi\’ + termos onde z; tem grau menor que Nj,

onde N; > 0 e g; € k[xa,...,x,] sao ndo nulos. Supondo que temos uma solugdo parcial
(ag,...,an) € V(I1) e caso a solugdo parcial ndo anule todos os ¢1,...,4gs, entdo existe a; € k tal
que (a1, ...,a,) € V(I).
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Isto diz-nos que se as solugoes parciais nao anulam os coeficientes g; entao a solugao parcial
estende para uma solucdo total, (a1,...,a,) € V(I).

Exemplo 12. Seja I = (xy — 1,2z — 1) C Clz,y,2]. Uma base de Grébner de I é G = {—1+
xz,y — 2} pelo que Gy = {y — 2z}, ou seja, as solu¢des parciais sio da forma (y,2) = (a,a) € C2.
Como podemos escrever os polindmios de I na forma f1 = q1(y,2)x —1 e fo = ga(y, z)xz — 1, onde
91(y,2) =y e g2(y,2) = z, e V(g1,92) = {(0,0)} temos que todas as solugdes parciais da forma
(a,a) se estendem desde que a # 0 e temos portanto que os pontos de V(I) sdo da forma (%, a,a)

com a # 0.

Verifica-se entdo que, caso V(gi,...,g;) = 0, por exemplo quando um dos g; é constante nao
nulo, entao qualquer solugao parcial vai estender para uma solucao que estd na variedade do ideal

original. O seguinte corolario é exactamente isso que nos diz:

Corolario 3 (do Teorema da extensdo). Dado k algebricamente fechado, seja um ideal I =
(f1,.-, fs) Ckx1,...,2,] e Iy o primeiro ideal de eliminagdo de I. Assuma-se que existe um i
tal que

fi = cx¥ + (termos onde x; tem grau menor que N),

onde N >0 e ¢ # 0. Entdo, se temos uma solu¢do parcial (az,...,a,) € V(1) existe um a; € k
tal que (a1,as9,...,a,) € V(I).

3.3 Geometria e eliminacao

Nesta secgao vamos enunciar os teoremas da secgao anterior dando uso a ferramentas geométricas.

Relembre-se que K é um corpo algebricamente fechado. Definimos a aplicacao projec¢ao
mi K" — K"

por (ai,...,an) — (@j41,...,a,). Em particular, dada uma variedade V' C K™ temos que
7;(V) € K™, Obtemos com esta definigio um lema que relaciona m;(V) e o j-ésimo ideal de
eliminacao:

Lema 6. Seja I = (f1,..., fs) um ideal de K[z1,...,x,] e [; = INK[zj41,...,2,] 0 seu j-ésimo
ideal de eliminacdo. Entao temos que

Tl'j(V) C V(I]) c K",

Chamémos aos pontos de uma variedade de um ideal de eliminagao (os elementos de V(1))
as solugoes parciais das equagoes originais. Com a definicao de projeccao podemos descrever
explicitamente as solucgoes parciais que estendem para solugoes totais:

Wj(V) = {(aj+1,...,an) S V(IJ) : Elal,...,aj € K com (al,... ,aj,aj+1,...,an) S V}

A projeccao de uma variedade nao é necessariamente uma variedade como vimos no exemplo
anterior. Tinhamos que I = (zy—1,2z—1) C Clz, y, z] e que as solugdes parciais eram o conjunto
V(1) = {(a,a) : a € C}. Por outro lado, o conjunto das solugdes parciais que estendem para um
ponto de V(I) sao m1(V) = {(a,a) : a € C — {0}} que ndo é uma variedade.

Dado isto, podemos enunciar o teorema da extensao em termos geométricos:
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Teorema 12 (Versao geométrica do Teorema da extensdo, [1]). Dada uma wvariedade V =
V(fi,...,fs) C K™ e sejam os g; como construidos no Teorema da extensdo. FEntao, se I; é

o primeiro ideal de eliminagdio do ideal (fi,...,fs) temos que se verifica a igualdade em K"~!
V(Il) = ’/Tl(V) U (V(gl, [N ,gs) N V(Il))
Obtém-se entdo outro importante teorema que relaciona V(I;) com 7; (V).

Teorema 13 (do Fecho, [1]). Dada uma variedade V = V(f1,...,fs) C K™ e I; o j-ésimo ideal
de eliminagdo do ideal (f1,..., fs) verificam-se as condi¢des:

i. V(I;) é a menor variedade que contém m;(V) C K"J.
ii. sempre que V # 0 entdo existe uma variedade afim W C V(I;) tal que V(I;) \ W C m;(V).

O nome deste teorema ¢é justificado por razoes mais profundas: podemos definir uma topologia,
a topologia de Zariski, onde o fecho topolégico de 7;(V') é exactamente a menor variedade que o
contém, V(I;).

Interpretando geometricamente o corolario do teorema da extensao obtido anteriormente temos

obviamente que

Coroldrio 4. Dada uma variedade V.= V(f1,...,fs) C K", suponhamos que um dos f; € da
forma f; = cxd + termos onde x; tem grau menor que N, onde N > 0 e ¢ # 0. Entdo, se I; € o

primeiro ideal de eliminacdo verifica-se a igualdade,
V(Il) = ’/Tl(V).

Podemos também facilmente relacionar estes resultados com os obtidos anteriormente sobre

ideais de dimensao zero:

Proposicao 6. Seja I = (f1,...,fs) C K[z1,...,2,] um ideal, V. = V(f1,...,fs) C K" a
variedade associada e I; o seu primeiro ideal de eliminacdo. Se I tem dimensdo zero entao
verifica-se a igualdade,

V(1) = m (V).

Demonstragao. Seja G = {g1,...,g:} uma base de Grobner reduzida na ordem lexicogréfica com
1 < ... < x, doideal I. Como I tem dimensdo zero, pelo corolario 2, temos que G tem uma

forma triangular, ou seja cada g; ordenando os mondémios na relagao lexicografica é:

g1 =27 +pi(z1)

g2 = x5 + pa(x1, x2)

gn = xzn +pn($17 - 7xn)

onde em cada p,, a variavel x,, tem grau menor que v,. Como o ideal gerado pela base de Grébner
¢ igual ao ideal inicial temos que V(G) = V(I) e, pela mesma ordem de ideias (o ideal gerado
por GG1 é o mesmo que o primeiro ideal de eliminagéo de I, I1), temos que V(G1) = V(I1). Uma
solugdo parcial de I1 (que é um ponto de V(G;)) é da forma (as,...,a,) € K™ e temos que, como
os termos maximos dos polinémios g, sao apenas na variavel x, a solucao parcial estende para
uma solugao em V(I), pelo coroldrio 4. Como considerdmos uma solugdo parcial qualquer temos

que todas as solugdes parciais estendem para uma solucdo de V(I) e logo V(I) = m (V). O
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3.4 Problema da representacao explicita

Nesta seccao vamos abordar o problema da representacao explicita, ou seja, dado um corpo k

infinito e uma parametrizacdo polinomial F' : k™ — k™ definida por

x1 = fi(t1, ..., tm)
(1)
Tp = faltl, - tm),
obter uma representagao explicita (ie. apenas em termos de z1,...,z,) da variedade definida

pelos polinémios anteriores. Para compreendermos este teorema utilizamos alguns resultados que

vimos nas seccoes anteriores:

Teorema 14 (da representacao polinomial). Considere-se o sistema (1), o ideal associado I =
(1= f1,o oy @n — fn) CTklt1, .. s tm, @1y xn] € Iy = I NKxy, ..., 2,] 0 seu m-ésimo ideal de

eliminagao. Entio V(I;,) é a menor variedade em k™ que contém F (k™).

Quando k = K este teorema resulta de uma simples aplicagao do Teorema do fecho — as
equagoes de (1) definem a variedade V = V(z1 — f1,...,2, — fn) C k™™™ e os pontos de V siao
da forma (t1,...,tm, f1i(t1,-- - tm)y- -+, fu(t1,...,tm)), ou seja o grafo de F. Considerando ainda
v k™ — k"™ definida por t(t1, ... tm) = (f1y- s tmy 1ty oy tm)y ooy fu(t1y oo tm)) temos

que
kn+m

N

F

k™ k"

ou seja, F' = my, o donde sai que F(k™) = 7, (0(k™)) = mn(V) e logo, pelo teorema do fecho
temos que V(I,,,) é a menor variedade que contém F'(k™).

Apesar de ser um resultado algo intuitivo depois do que vimos anteriormente, é também bas-
tante poderoso na medida em que nos fornece um algoritmo para calcular a equacdo ou equagoes

explicitas da menor variedade que contém a parametrizagao.
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Capitulo 4
Aplicacoes

4.1 Aplicacgdes & Algebra e & Geometria

Nesta secgao vamos aplicar o algoritmo de Buchberger para resolver problemas de ordem algébrica,
além de conseguirmos calcular uma base de Grobner para um dado ideal. Vamos também ilustrar
com um exemplo pratico como o cdlculo de certas bases de Grobner se pode tornar muito complexo

em certas relagoes de ordem. Vamos apresentar algoritmos que resolvem os seguintes problemas:
i. dado um ideal I calcular uma base de Grobner G para I
ii. dado f € k[x1,...,2,] e um ideal I determinar se f € I;

iii. dado uma parametrizagdo F'(t) determinar a equagdo explicita da variedade que é definida

pela parametrizagao;

iv. determinar se dois ideais I e J sao iguais;

v. encontrar representantes canénicos das classes de equivaléncia dos elementos de k[z1, . .., 2,]/T;
vi. encontrar uma base para o espago vectorial k[x1,...,z,]/I;
vii. determinar as operagoes em k[z1, ..., x,]/I, ou seja determinar uma tabela de multiplicagao,
quando a base para o espago vectorial k[x1, ..., x,]/I é finita.

4.1.1 Algoritmos para a resolucao de cada problema

Nesta secgao apresentamos um método de resolugao para cada um dos problemas apresentados,
resumindo o que ja vimos noutros capitulos e resolvendo novos problemas. Isto vai ser feito
construindo um algoritmo em pseudo-cédigo que calculard o pretendido — neste pseudo-cédigo

consideramos que:
e Buchberger[]] calcula uma base de Grobner para I.
e BuchbergerRed[] calcula uma base de Grébner reduzida para I.

e Buchberger, 4[] calcula a base de Grébner para a ordem ord.

ord

20



i. Como vimos, para calcular a base de Grébner de um dado ideal I basta aplicarmos o
algoritmo de Buchberger, pelo que temos,

Algoritmo 4 Base de Grobner
G = Buchberger[I];

ii. Seja f € k[z1,...,2,] e um ideal I. Para determinarmos se f € I basta calcularmos:

Algoritmo 5 Pertenca a um ideal
G = Buchberger[I];
if 7¥ = 0 then
fel
else

fél
end if

ili. Dada uma parametrizacao polinomial F(t1,...,tm) = (fi(t1,- s tm)s- s fu(t1, - tm))
basta calcular uma base de Grobner na ordem lexicografica apropriada e as equagoes apenas em
termo de x1,...,x, serao aquelas que definem a menor variedade que contém a superficie que esta
a ser parametrizada:

Algoritmo 6 Representagao explicita
IT=(x1— f1,... @0 — fu);
G = Buchberger,;  [I] com t1 > ... >ty > 21 > ... > Tp;
Egqs = GNkKaxy,. ..,z

iv. Para determinarmos se dois ideais I e J sao iguais basta calcularmos as respectivas bases
de Grobner reduzidas e ver se estas sao iguais. Tem-se entao:

Algoritmo 7 Igualdade de ideais
G = BuchbergerRed[I];
G; = BuchbergerRed[J];
if G; = G then
I=J
else
I#J
end if

Como um ideal I = (f1,...,fs) C J sse fi1,...,fs € J que sabemos calcular pelo algoritmo
de ii), uma alternativa ao método do algoritmo 6 seria calcular cada uma das inclusées, I C J e
J C I, desta forma.

v. Como vimos anteriormente, o resto da divisdo de um polinémio f € k[z1,...,z,] por uma

base de Grobner G é tnico. Podemos entao introduzir um novo conceito, se f —r g r entao r
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diz-se a forma normal de f em relagdo a G, Ng(f).
Facilmente se verifica que se f,g € k[z1,...,z,] entdo f = ¢ (mod I) sse Ng(f) = Ng(g) e
que além disso {Ng(f) : f € kx1,...,2,]} é um conjunto dos representantes canénicos das classes

de equivaléncia em k[z1,...,z,]/1.

vi. Seja I um ideal de k[z1,...,2,] e G = {g1,...,9:} uma base de Grébner de I. Uma vez
que o conjuntos dos monémios em n varidveis, T, formam uma base de k[z1,...,z,] como espago
vectorial, para determinarmos uma base para k[x1,...,2,]/I basta considerarmos as classes de
equivaléncia de todos os mondémios x € T™ tais que LT(g;) nao divide x para todooi=1,...,t.
Os geradores da base de k[z1,...,x,]/I poderdo alterar dependendo da relagdo de ordem em que

é calculada a base de Grobner mas a dimensao da base é sempre a mesma.

vii. Caso estejamos na posse de uma base finita para k[z1,...,z,]/I, {¢1,...,¢¥n}, e G fosse
uma base de Grébner de I, para obtermos a tabuada da multiplicacdo em k[z1,...,x,]/I basta
calcular a forma normal do produto dos vérios representantes. Obter{famos portanto uma tabuada

deste género:

< e e ]

1 Ne(47) Ng(1-1b2) | ... | Na(1- )
Y2 || No(i1 - 12) Nea(13) o | Na(a - tby)
Un NG(ZZJI 1bn) NG(¢2 "/}n) NG(¢72L)

Tabela 4.1: Tabuada da multiplicagdo em k[z1,...,z,]/I com base {¢1,...,1¥,}

4.1.2 Exemplos de cada aplicagao

i. Vejamos entao o exemplo de um céalculo de uma base de Grobner. Queremos calcular a base de
Grobner do ideal I = (p,q) onde p = 2% —y e ¢ = o + y?, na ordem lexicografica. Comecamos

com G = (p, q) e por calcular o S-polinémio:

S - 0o

X
— 2 —y—a? —ay?
=—xy’ -y

O resto da divisao de S(p,q) por G é S(p,q) = y* —y = s. Temos agora que G = (p, q, s).
Calculemos entao S(p, s) e S(q, s).
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g 2yt et —y) 2yt (vt —y)
(p7 S) = 22 - y4

— 22yt — P 22yt 2y

=2’y —y’

Sl o) = W@y 2yt —y)
(Q7 S) - - 4
T Y
=y +1° —ayt + 2y
=y +3°
—_— —G
Verifica-se que S(p,s) = 0e que S(g,s) = 0 pelo que G = {22 —y,r+y% y*—y} é uma base
de Grobner para I. No entanto ndo é uma base reduzida visto que LT (2% —y) € (LT(G—{z?—y})).
Pelo Lema 4 temos que G — {22 —y} ser4 ainda uma base de Grobner para I. Temos entdo a nossa
base de Grébner G = {x + 9%, y* — y}. Caso utilizdssemos o algoritmo melhorado de Buchberger,
tinhamos imediatamente que, como tanto p e s e g e s sao pares de polinémios relativamente primos,
—_— —G
S(p,s) =0eque S(q,s) =0, ndo sendo necessario calcular estas redugoes. A optimizacao do
algoritmo poupa, neste caso, o calculo de duas divisoes.
Vejamos como a eliminacdo de Gauss é um caso particular das bases de Grobner. Para isso
considere-se o sistema .5,
2r+y—2=38
—3r—y+2z=-11
—2x+y+2z2=-3

A base de Grobner na ordem lexicografica do ideal associado aos polinémios de S é {1 + z,—3 +
Yy, —2 4+ z} que corresponde exactamente & solucdo do sistema linear S.

Outro caso particular das bases de Grobner é o algoritmo de Euclides para determinar o maximo
divisor comum entre polinémios numa sé varidvel. Vejamos um exemplo e, para isso, considere-se
o seguinte conjunto de polinémios em k[x]:

2+ Tx+6=0
22 —52x—-6=0

A base de Grébner obtida é {x + 1}, que é de facto o maximo divisor comum entre 2% + 7z + 6 =
(x+1)(x+6)ex®> -5z —6=(z+1)(z—6).

ii. Podemos agora usar este resultado para responder & questdo, serd que h = z°y5 — x93 +
x® —z* — 23y? — 23y pertence ao ideal I? Vamos aplicar o algoritmo da divisdo pelos geradores da
base de Grébner e, caso o resto seja zero, a resposta serd afirmativa. Apés aplicarmos o algoritmo
obtemos que h = (2°y% + %) - (v* —y) + (2* — 23y? — 2°) - (x + 3?) + 0 pelo que h pertence de

facto ao ideal I.

iii. Verificimos no Exemplo 2 que a superficie tangente da ctibica torcida era parametrizada
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pelas seguintes equagoes

r=t+u
y=t>+2tu
z =13+ 3t%u

que pode ser vista como uma variedade em R® definida pelas equacdes

r—t—u=20
y—t2—2tu=0
22—t —3t%u=0

Vamos proceder ao cdlculo da base de Grobner com a ordem lexicografica definida por t > u >
x>y > z. A base obtida é G = {322y + 4y + 4232 — 6zyz + 22, 2uy® + zy® — 42?yz + 5y?z —
2uz? — 2222, —2uy® — xy? + 2urz + 2222 — yz, ury — 2%y + 2% —uz — vz, 2ur® — 23 — 2uy + 3y —
z,u? — 22 +y,t +u—x}. Tem-se portanto que G NR[xz,y, 2] = —32%y? + 4y3 + 42°2 — 6zy2 + 2>
é a equacao da que define a menor variedade que contém a superficie tangente a cibica torcida.

iv. Considerem-se os ideais I = (22 + y3 + 2y,y23 + 329) e J = (y3z + 2* + 1,y2% + 22).
Vamos tentar determinar se I = J e, para isso, procedemos ao calculo das respectivas bases
de Grobner reduzidas na ordem grevier. Estas sao G = {z? + 2y + y3,3zy + 23y, 323 + 2°} e
Gy={2+azy,2>— 44+ Y3, —2x2% — % +y*}. Uma vez que as bases reduzidas nio sdo iguais os

ideais gerados também nao o sao, pelo que I # J.

vi. Considere-se o ideal I = (z* + 1,2y — 1) C R[z,y]. Queremos determinar uma base para o
espago vectorial R[x, y]/I. Para isso considerem-se a bases de Grobner de I na ordem lexicogréfica
com x > y e na ordem inversa por graus lexicografica também com x > y que sao respectivamente
Grez = {z+v%,y* + 1} e Gyrevier = {2y — 1,27 + y%,y® + 2}. Tem-se entdo que uma base para
Rlz,y]/I segundo Gier é Biew = {1,y,y%, v} e a outra base é Byrepiex = {1,2,y,y*}. Como
podemos observar, as duas bases de R[z,y]/I sdo distintas mas verifica-se que dim Bgreviews = 4 =

dim Bgrevleac .

vii. Considerando o exemplo anterior, vamos construir uma tabela de multiplicagao em R[z, y]/ (z*+
1,zy — 1) tomando para isso a base de Grobner na ordem grevlex com x > Y, Ggrevies =
{zy — 1,22 + y%,9° + 2}. Tem-se que o produto dos representantes canénicos de cada classe

é o representante canénico do produto.

il e [yl
1 1 T Y y2
T z | —y? 1 Y
y |y y? | -
v v oy | o] 1

Tabela 4.2: Tabuada da multiplicacio em R[z,y]/(z* + 1,2y — 1)

Vejamos como as entradas da tabuada foram preenchidas:

e o representante do produto de = por y é dado por Ng(zy) =1poisay=1-(zy—1)+1;
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pela mesma ordem de ideias temos que Ng(x2?) = —y? pois 22 = 1- (22 + y2) — v,

o Ng(zy?) =ypoisazy’ =y (zy—1) +y;
o Na(y®)=—wpoisy® =1-(y* + ) —a;

o No(y*)=—-1poisy* =y - (¥’ +2)+(-1)-(xy —1) - 1;

Observagao: Vejamos como uma base de Grobner, e a sua computagao, se pode tornar muito
complexa dependendo da relagdo de ordem utilizada. Consideremos para isso o ideal I = (x5 +y*+
22 —1,2% + y? + 22 — 1) e a respectiva base de Grobner nas ordens lex, grler e grevler, definindo
sempre x > y > z. Utilizando o algoritmo que implementdmos em Mathematica obtivemos os

seguintes resultados:

Resultados obtidos

Tempos de Execugao (referentes a 10 observagdes)

Ordem N2 de geradores Tempo Médio (s) Tempo mdximo (s) Tempo minimo (s)

lex 7 203.8063 214.6406 197.5000
grlex ) 4.2906 4.3750 4.2500
grevlex 4 3.8718 3.9063 3.8438

E de notar que apesar do nimero de geradores ser “aceitavel”para qualquer uma das ordens, estes

polinémios chegam a ter 53 termos (caso da ordem lex).

4.2 Aplicagoes a Teoria de Grafos

Nesta seccao mostramos como as Bases de Grébner podem ser aplicadas para resolver problemas de
outras areas da matematica como € o caso da teoria de grafos. Assumindo que apenas trabalhamos
com grafos simples, isto é, sem lacetes ou arestas duplas, e denotando por v o nimero de vértices e
por a o nimero de arestas de um grafo, vamos determinar se um certo grafo G é ou nao n—coloravel.
Queremos com isto dizer que podemos colorir os v vértices de G com n cores de modo a que vértices
adjacentes tenham cores diferentes. Vamos tentar resolver este problema codificando as relagoes
entre os vértices com polinémios.

2mi

Considere-se ( = e

€ C uma raiz-n da unidade. Note-se que C é um corpo algebrica-
mente fechado. Representamos as n cores que pretendemos usar pelas n raizes-n da unidade,
1,¢,¢2,...,¢" ! e codificamos os vértices de G como as varidveis z1, ..., Z,. A cada vértice tere-

mos de lhe atribuir uma das cores, ou seja,
n _ .
z —1=0paral <i<w. (1)
Além disso, se dois vértices estao ligados por uma aresta, terdo de ter cores distintas e como,
x

—
z_xj

n n __
sx; —x; =0



e quando os vértices tém cores diferentes temos que (x; — ;) # 0 e logo temos de ter apenas a
segunda parcela

A T xix;hQ + a:}’fl =0. (2)

Note-se que esta expressao é a soma de todos os mondmios em x; e ; de grau n — 1. Considere-se
agora o ideal I C Clzy,...,z,] gerado pelos polinémios de (1) e pelos polinémios de (2) quando

dois vértices x; e x; forem adjacentes. Tem-se entdo que

IT={a? —1:1<i<o}u{(@al ' +al 2z, +... + xim?_z + x?_l) : x; é adjacente a x; }.

Uma coloragdo de G com n cores é um ponto em V(I) e temos, pelo Nullstellensatz fraco, que
V(I) # 0 sse I # Clxy,...,x,], ou seja:

Teorema 15. Um grafo simples G € n-colordvel sse V(I) # (), onde I € o ideal com v + a

polindmios que considerdmos anteriormente.

Como vimos anteriormente, V(I) # 0 sse 1 ¢ G onde G é uma base de Grobner do ideal I e

disto tiramos um corolario imediato do teorema anterior:

Corolario 5. Um grafo simples G € n-colordvel sse 1 ¢ G, onde G € uma base de Gréobner de 1

e onde I € o ideal com v + a polinomios que considerdmos anteriormente.

Vejamos agora um exemplo pratico destes teoremas e considere-se para isso o seguinte grafo

H:
Te T5
1 T4
i) T3
Figura 4.1: Grafo H
Vejamos se H pode ser colorido com 3 cores. O ideal que temos de encontrar estd em
Clz1,...,27] uma vez que o grafo H tem sete vértices. Vamos considerar para o efeito as trés

27
3

i . . .
cores 1, ¢ e ¢?, onde ¢ = e™5 . Para construir o ideal associado a este problema temos de, para
cada vértice z; acrescentar ao ideal o polinémio 23 — 1 e além destes, para cada dois vértices

adjacentes z; e r; juntamos ao ideal o polinémio z? + z;x; + x? Temos portanto que o ideal é
I:{x?—l:1§i§7}U{x?+xixj+x§ :(i,7) € A},

onde A = {(1,2),(1,7),(1,6),(2,3),(2,4),(2,7),(3,4),(4,5),(4,7),(5,7),(6,7)}. A base de Grobner
associada a este ideal é G = {—1+x§, x§+x6x7+x%, T5—Tg, Ta+Te+T7, T3—T7, To—Te, T1+Te+T7}
e logo existe uma maneira de colorir H com trés cores. Além disso os polindmios de G dao-nos as

relagOes necessarias para obtermos uma coloragao explicita.
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Como obtivemos um polinémio numa s6 varidvel, 23 — 1, z7 é a varidvel a qual atribufmos
cor primeiro, por exemplo 7 = 1. Em seguida vemos que xg # z7 e atribuimos por exemplo
re = ( uma vez que z2 + zr7 + 2 € G e este polinémio é zero sse zg # 7. Em seguida temos
que T2 e x5 também tém de ser iguais a ¢ pois x5 — xg, 22 — g € G e além disso x3 = 1 pois
r3 — x7 € G. Finalmente temos que z; e x4 terao de ser iguais entre si mas diferentes de zg ou
x7 por causa dos polinémios x4 + xg + 7,71 + g + r7 € G. Obtivemos assim uma coloragao
X(H) = {1 ~ {x3,27},( ~ {22, 75,26}, (% ~ {21,74}} que é tinica a menos de permutacio das

cores.

€To T3

Figura 4.2: Grafo H colorido com 3 cores.

No entanto, se adicionarmos uma aresta entre os vértices x5 e g a H obtemos um novo grafo
H' e verificamos que o novo ideal associado é I’ = I U {22 + x5w6 + 22} e cuja base de Grébner

associada é G’ = {1} donde se conclui que H’ ji nao é 3-colordvel.

L6 L5

x1 T4

X2 xs3

Figura 4.3: Grafo H' ja nao é 3-colorével.

4.3 Aplicagoes a Robdtica

Nesta seccao veremos como as bases de Grobner podem ser aplicadas a areas da engenharia, mais
precisamente da robdtica.
Vamos apenas considerar uma classe especifica de bragos robdticos, os chamados planares.

Estes sao bragos robdticos cujas articulagoes podem ser apenas de dois tipos:

e articulagoes giratorias;
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e articulagoes extensiveis.

As articulagbes giratérias permitem uma rotacdo relativa das secgdes ligadas a articulagdo. Ja as

extensiveis permitem que uma secgao do brago robdtico “estique” ou “encolha”.

Figura 4.4: Articulacdo giratéria

Figura 4.5: Articulacdo extensivel
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Considere-se o seguinte brago robdtico planar:

A- Articulagdo
S - Secgdo

®

Figura 4.6: Brago robético com articulagoes giratorias e extensivel

Note-se como as seccoes e articulagoes estao numeradas por ordem crescente desde a secgao
que estd fixa ao chao, S1, até & dltima seccdo (a mao), S5. Em geral, dada uma articulagao
giratéria que ligue as secgOes i e i + 1, uma descrigdo desta pode ser dada pelo angulo (anti-
hordrio) entre o segmento i ao i + 1. Ou seja, todas as posigdes duma articulagao giratéria podem
ser parametrizadas pelo circulo S'. De modo semelhante, as posicoes de uma articulacio extensivel
sao dadas por um intervalo I = [lp,[;] onde ly,l; denotam o comprimento minimo e maximo da
articulagfo, respectivamente. Assim, dado um brago robdtico planar com g articulagoes giratérias e
p articulacoes extensiveis designamos A = S' x ... x St x I x.. .x I, por espaco das configuracoes.

g vezes
Podemos também pensar nas possiveis disposi¢oes da mao robdtica: dado um sistema de eixos

no plano podemos representar as posi¢oes da mao como pontos (a,b) € U C R%. Além disso, a
orientacdo da méao é determinada por um angulo de S'. Deste modo definimos o espago operacional
como O = U x S’

Como apenas uma posicao do actuador estd definida por um conjunto de configuragoes das
articulagdes, podemos construir uma aplicagdo f : A — O que relaciona a configuracdo das
articulagoes do braco com a posigao do actuador.

Uma vez que ja descrevemos as possiveis configuragoes das articulagdes e do actuador do brago

robotico podemos tentar resolver dois problemas:

e dar uma descrigao explicita da posicao do actuador em termos dos angulos e comprimentos

das secgoes, ou seja determinar a aplicagao f explicitamente;

e dada uma posi¢ao da mao, ¢, determinar uma, caso exista, disposi¢ao do brago onde a mao

estd na posigao dada, ou seja, determinar um j € A tal que f(j) = c.

O primeiro, simples de resolver, é também conhecido como Cinemaética Directa ou Forward
Kinematic Problem; ja o segundo problema conhecido como Inverse Kinematic Problem é de
resolucao mais complexa e é muito estudado uma vez que tem aplicagoes a criagao de animagao
2D, 3D, jogos virtuais e muitas outras areas. A titulo de exemplo, se um desenhador 3D quer

colocar um boneco com a mao numa certa posicao, o que este faz é colocar a mao nessa posicao e

29



através de software de cinematica inversa o computador determina uma posigao viavel do brago e
corpo do boneco para suportar a mao nessa posi¢ao. Imagine-se o que seria para o animador 3D

ter de regular a posicao de todas as articulagoes do corpo para obter a mao na posicao desejada.

4.3.1 Cinematica Directa

Como vimos anteriormente este problema consiste em, dada uma descrigao das articulacoes do
brago robdtico obter a posicao da mao do mesmo. Também vimos anteriormente que a primeira
seccao do braco estd fixa e, por isso, ndo pode rodar nem esticar. Deste modo, comegamos
por colocar um sistema de eixos de R? com a origem coincidente com a primeira articulacdo.
Chamamos a este sistema de coordenadas o sistema global de coordenadas. Além deste, em
cada articulacao giratéria, numerada ¢, vamos construir um novo sistema de coordenadas local,
(i1, Yi+1), centrando a origem desses novos eixos na articulagéo 7. O semi-eixo positivo de ;1
estd alinhado com a seccao i + 1 do brago e o eixo y;41 fica colocado normal a este. Note-se que
para i > 2 as coordenadas em (z;,y;) da articulagao i sdo (I;,0) onde [; é o comprimento da sec¢ao

7.

joint §

jointi -1 =» Q

Figura 4.7: Exemplo dos varios sistemas de eixos usados

O nosso objectivo é agora determinar as coordenadas no sistema de eixos (z;,y;) dadas as
coordenadas de um ponto no sistema (x;11,¥;+1). Considere-se entdo 6; como o angulo anti-
horério entre o eixo-z; e 0 eixo-z;41. Para obtermos as coordenadas em (z;,y;) de um ponto em
(Ti+1,Yi+1), digamos (a;+1,b;41), apenas precisamos de aplicar uma rotacao de angulo 6; e uma
translacao pelo vector (I;,0). Ou seja, temos que,

a; cosf; —sinb; Git1 l;

b; sinf; cosb; bit1 0

30



a; 41 COs 01' —sin 91 ll i1
bi = Al . bi+1 = |sin 62 COS 91 Of - bi+1
1 1 0 0 1 1

Vejamos um exemplo pratico e, para isso, considere-se o seguinte brago robético:

length 1, length, 8,

length /|

Figura 4.8: Brago robético com 3 articulagoes giratorias

Comegando por pontos no sistema de eixos (24, y4) queremos determinar as suas coordenadas

no sistema de eixos global, (21,y1). Para isso, aplicamos o raciocinio anterior, notando que

cosf; —sinf; O
Ay = |sinf; cosf; O
0 0 1

Assim, e construindo As e A3z como vimos, temos que partindo de um ponto em (z4,y4) e retro-

cedendo para (x3,¥s3), continuando deste modo obtemos os pontos em (x1,y1). Ou seja,

X1 T4
y1| =A1- Az Az |ya
1 1
Realizando os calculos temos que
T cos(f1 + 602 +03) —sin(01 + 62 4+ 03) lscos(br + 02) + lacosbr| |x4
yi1| = sin(01 —+ 02 + 03) COS(gl -+ 92 -+ 03) 13 sin(91 + 92) + 12 sin 01 Y4
1 0 0 1 1
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e como no sistema de eixos (x4, y4) as coordenadas da mao sao (0,0) temos que

1 I3 cos(f1 + 02) + I3 cos by
1| = |13 sin(91 + 92) + losin 64
1 1

Isto determina a posigao do actuador. Ja a orientacao deste é dada pelo angulo entre o eixo-z; e
0 eixo-r4, que é simplesmente 6 + 65 + 03.

Assim, a aplicacao que pretendiamos obter, f : A — O, é simplesmente dada por

I3 cos(01 + 63) + Iz cos by
f(01,02,03) = | I3sin(0; + 2) + la sin 0,
01+ 02+ 65

4.3.2 Cinematica Inversa

Propusémo-nos no inicio do capitulo a resolver dois problemas: determinar uma aplicagao explicita
que dadas as posigoes das articulagoes nos desse a posicao do actuador do brago robdtico e o
respectivo problema inverso, dada uma posigao do actuador, determinar configuracoes dos varios
segmentos do brago que colocasse o actuador nessa posi¢ao. O primeiro problema foi resolvido na
seccao anterior e as Uinica ferramentas utilizadas foram dlgebra linear, nomeadamente matrizes de
rotagdo. Para resolvermos o segundo problema ja vamos utilizar bases de Grébner.

Seja (z,y) um ponto de R? e o uma orientagdo para a mao. Se tivermos ¢ = ((z,y),0) temos
que ¢ é um possivel ponto do espago operacional do braco robdtico, O. O nosso problema reduz-se
a determinar, caso exista, a imagem inversa por f do ponto ¢, f~!(c), onde f : A — O é a
aplicacao definida anteriormente.

Uma vez que este problema é de dificil resolugao vamos apenas analisar a situagdo um caso

particular, o brago robdtico com trés articulagoes giratorias apresentado na secgao anterior.

length [, length /, 0,

length /|

Figura 4.9: Brago robotico com 3 articulagoes giratérias
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Vimos anteriormente que a aplicagao explicita que resolvia o problema da cinematica directa
deste problema era
I3 cos(01 + 62) + I3 cos 61

f(01, 0, 93) = |13 sin(91 + 92) + [y sin 64
01+ 62 + 05

Antes de prosseguirmos necessitamos de transformar esta fun¢do numa aplicagdo polinomial.
Isto é necessario pois vamos precisar de calcular bases de Grébner e apenas o podemos fazer com
fungbes polinomiais. Uma maneira de resolver isto é: uma vez que o seno e o coseno parametrizam

a circunferéncia podemos fazer, para cada i = 1,2, 3:
¢; = cosb;

$; = sin b;

restringido a ¢ + s? — 1 = 0. Assim, e utilizando as férmulas trigonométricas para a adi¢do de

angulos temos que as coordenadas (z,y) da mao robética sao dadas por

l3(cica — s152) + lacy

I3(s1c2 + s2c1) + lasy

Podemos também observar que neste especifico brago robdtico, a mao pode estar orientada
numa qualquer direccao uma vez que a sua articulagao é giratéria. Por isto vamos apenas analisar
uma maneira de determinar angulos das articulacoes para a posicionar numa certa posicao.

Da férmula obtida acima para a posigao da mao temos que os possiveis pontos (a,b) de R? em

que esta pode estar sao dados pelo seguinte sistema de equagoes polinomiais:

a=l3(crca — 85182) + lacy
b=l3(s1¢2 + s2¢1) + 1281
O=cl+s7—1
0=ci+s2—1

Para resolvermos este sistema calculamos a base de Grobner do ideal associado na ordem

lexicografica com co > s > ¢1 > s1. Obtemos a seguinte base:

a3

@ 2yl
. a2+b28 _a’b b +0(1 —13)
2 a13 ! 2&21213
bsy  a®?+b*+13-13
Ot T 2a,
2 a’b+ b +b(13 — zg)s N (@ + %)% + (12 —12)? — 2a%(13 + 12) + 26%(13 — 12)
! Iy(a2 + b?) ! 412(a? + b?)

De imediato podemos assumir que ls # 0,l3 # 0 e vamos também assumir por agora que
a#0ea®?+b*>+#0, de modo a ndo termos problemas com os denominadores. Vamos também

especializar o sistema para o caso particular em que I, = I3 = 1. Podia acontecer que os polinémios
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da base de Grobner nao ficassem definidos nesta situagao. Caso isso acontecesse, teriamos de fazer
a substituicao no sistema original e recalcular a base de Grébner. Obtivemos portanto o seguinte
conjunto de polinémios:

a?+02 -2
2
a? + b2 a’b+ b3
So + S1 —
a 2a

b a® + b?
C1 —+ —S81 —
a 2a
(a? + b?)? — 4a?
4(a2 + b2)

Cy —

52 — bsy +

Resolvendo a ultima equagao para s; temos que

b /T @)
T2 2va? + b2

As solugoes desta equacio sdo reais sse 0 < a? + b? < 4. Geometricamente isto faz todo o sentido:

uma vez que impusemos que ls = I3 = 1, é quando as duas secgoes estao alinhadas que podem
chegar mais longe, neste caso a circunferéncia de raio 2. Assim, faz sentido que os possiveis pontos
em que a mao do brago robético pode chegar estejam todos dentro do circulo de raio 2, ou seja que
a® +b% < 4. Apés obtermos s; basta ir substituindo no resto das equacoes. Vejamos um exemplo:
queremos determinar os angulos 61 e 65 de modo a que o actuador deste mesmo brago esteja em
(1,0). Da tultima equacgao e substituindo temos que

=Ty
1
C1 = —5
So = —81
1
Coy = —5

s

Ll =0 = :tg

Esta solugao era esperada pois a secgao 1 e 2 do brago e o vector que vai de (0,0) para (1,0)
formam um tridangulo equilatero.

Quando a = b = 0 o actuador esta coincidente com a articulacao 1. A nossa base de Grobner
nao esta definida nesta situacao mas existem solugoes. Existem até infinitas — como assumimos
que Iy = I3 fazendo 62 = 7, ou seja, sobrepondo a secgdo 3 a seccdo 2, seja qual for 01, o actuador
estard em (0,0).

Caso a = 0 mas b # 0 temos problemas com os denominadores da base de Grobner. Neste caso
teremos de fazer as substituicoes antes do célculo da base de Grobner. A nova base é entao:

b2 —2
Co — B
82—b01

2
c?—i—b 1 4

b
81—5



Apesar de ser um problema interessante e de resolucdo teoricamente simples recorrendo as
bases de Grobner, estudar o caso geral deste problema torna-se muito complexo por duas razoes:
pode dar-se o caso em que a especializacao das bases de Grobner para valores especificos nao esteja
definida e a base de Grobner para o problema torna-se muito extensa para uma andlise directa
do problema. Ainda assim, mesmo trabalhando num caso particular, foi necessaria a divisao do
problema em vérios casos (exactamente por causa do problema da especializagdo) e o recurso a
software de manipulacao algébrica.
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Capitulo 5
Implementacao no Mathematica 7

LT[p_, ord_, v_] := MonomialList[p, v, ord][[1]]

S[w_, ord_, v_] :=
Expand [With[{1t1 = LTIw[[1]], ord, v], 1t2 = LT[w[[2]], ord, v1},
With[{lcm = PolynomiallLCM[1t1, 1t2]},
lem/1t1*w[[1]] - lem/1t2*w[[2]1]]11]

DivQ[f_, g_] := Variables[Denominator[g/f]] == {}

Divisao = Function[{w, f, ord, v},
Module[{1, r, s, p, i, divqg},
s = Lengthl[w];
1 = Table[0, {i, 1, s}];
r = 0;
p =1
While[Not[p === 0],

i=1;

divq = False;
While[i <= s && divq == False,
If[DivQ[LT[w[[i]l], ord, v], LT[p, ord, vl],
1 =
Delete[Insert[l, 1[[i]] + LT[p, ord, v]/LT[w[[i]], ord, v],
il, i + 11;
p = Expand[p - (LT[p, ord, v]/LT[w[[i]], ord, vI*w[[i]])];
divq = True,
i++]]1;
If[divq == False,
r =r + LT[p, ord, v];
p =p - LT[p, ord, vl];
1;
{1, r}11;
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Resto = Function[{f, w, ord, v},
Module[{r, s, p, i, divq},
s Length[w];
r = 0;
p =1
While[Not[p === 0],

i=1;

divq = False;
While[i <= s && divq == False,
If[DivQ[LT[w[[i]], ord, v], LT[p, ord, vI],
p = Expand[p - (LT[p, ord, v]/LT[w[[il], ord, vl*w[[i]l])];
divq = True,
i++]];
If[divq == False,
r =r + LT[p, ord, v];
p=p - LT[p, ord, vll;
1;
rll;

reduz[f_, ord_, v_] :=
If [NumberQ[LT[f, ord, v][[111], Expand[f/LT[f, ord, vl[[111]1, £fI]

Minimiza = Function[{g, ord, v}, Module[{i, r, s, 1},

i=1;

s = Lengthlg];
r=g;

1 =1}

While[i <= s,
If[0r @@ (DivQ[LT[#, ord, v], LT[r[[il]l, ord, vl] & /@
Delete[r, il),
1 = Append[1l, {i}]];
i=1i+ 1];
reduz[#, ord, v] & /@ Deletelr, 111]1;

Buchberger = Function[{w, ord, v}, Module[{g, loust, p, r},

g =w;
loust = Subsets[g, {2}1;
While[loust !'= {3},

p = First[loust];

loust = Rest[loust];

If [Not[(1 ===

PolynomialGCD[LT[p[[1]]1, ord, vl, LT[p[[2]], ord, vl1)],
r = Resto[S[p, ord, v], g, ord, vl;
If [Not[r === 0],
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loust = Join[loust, Tuples[{g, {r}}1];
g = Joinl[g, {r}1111;
Minimizalg, ord, v]1]1;

crit = Function[{g, o, v, B, T, s}, Module[{1l, i, j},
1=1;
While[l < s,
If [MemberQ[B, {1, s}],
i=1;
While[i < s,
If [MemberQ[Join[B, T, {i, 1}] && MemberQ[B, {i, s}],
If[
DivQ[LT[gl[[1]1], o, V],
PolynomialLCM[LT[g[[i]], o, v], LT[g[[s]], o, v11],
B = DeleteCases[B, {i, s}]1];
i+ 111,
1=1+1]1;
i=1;
While[i < s,
If [MemberQ[B, {i, s}],
j=1i+1;
While[j < s,
If [MemberQ[B, {j, s}] && MemberQ[B, {i, j}I,
If[
DivQ[LT[g[[s1], o, V],
PolynomiallLCM[LT[g[[il], o, v], LT[g[[j1], o, v11],
B = DeleteCases[B, {i, j}111;
j+ 111;
i=1i+1];

H.
]

.
]

Buchcrit = Function[{w, ord, v}, Module[{g, T, B, i, s, loust, p, r},

g =
s = Length([w];
T = {};
B = {{1, 2}};
i=2;

Whilel[i < s,

B = Join[B, Table[{z, i + 1}, {z, 1, i}11;
B = critl[g, ord, v, B, T, s];

i=1i+1];
While[B != {},

p = First[B];

B = Rest[B];
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T = Join[T, pl;
If [Not[(1 ===
PolynomialGCD[LT[g[[p[[1]111], ord, v],
LT[gl[p[[2]111], ord, vID)],
r = Resto[S[{gllpl([1111], gllp[[2]1]11]1}, ord, vl, g, ord, vl;

If [Not[r === 0],

g = Join[g, {r}];

s =8 + 1;

B = Join[B, Table[{z, s}, {z, 1, s - 1}1];
B = critlg, ord, v, B, T, s]111;

Minimizalg, ord, v]11;

Buchbergerz = Function[{w, ord, v}, Module[{g, loust, p, r},
g=w;
loust = Subsets[g, {2}];
While[loust !'= {3},
p = First[loust];
loust = Rest[loust];
r = Resto[S[p, ord, v], g, ord, vl];
If [Not[r === 0],
loust = Join[loust, Tuples[{g, {r}}11;
g = Joinl[g, {r}11];

Minimiza([g, ord, v]]];
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Capitulo 6

Conclusao e outras consideracoes

6.1 Conclusao

Apesar do nome, a teoria das bases de Grobner foi desenvolvida por Bruno Buchberger, cujo
orientador de tese era sim Wolfgang Grobner. Estava-se no ano de 1965 mas muitas das ideias
apresentadas por Buchberger j4 tinham sido apresentadas ou discutidas por Euclides (com o algo-
ritmo para o cdlculo do méximo divisor comum de polinémios numa varidvel), Gauss, Macaulay ou
Hironaka, que desenvolveu as Standard Basis em 1964. A grande contribuicao de Buchberger foi
nao so analisar uma estrutura interessante do ponto de vista teérico, mas apresentar um algoritmo
que calcula explicitamente as bases de Grobner. Os dois exemplos ilustrados aqui, sobre grafos
e robdtica, foram pela primeira vez mencionados por David Bayer, na sua tese de doutoramento,
em 1982.

Definitivamente as bases de Grébner sao uma poderosa ferramenta para resolver os mais vari-
ados problemas, mas vimos por exemplo no caso da robdtica que tinhamos de analisar cada caso
especificamente, caso contrario terifamos bases de Grobner com demasiados geradores tornando
assim o problema muito dificil de resolver.

Na nossa opiniao as bases de Grobner sao bastante eficazes para resolver problemas de existéncia
de solucdo — como no exemplo da coloracao de grafos. Vimos neste caso que a resposta (sim ou
nao) era imediata, mas caso quiséssemos obter a coloragdo explicita ji se tornaria um problema
complicado pois teriamos de analisar todas as relacoes codificadas na base de Grobner. Para grafos
muito grandes tornar-se-ia também um problema de muito dificil resolugao.

Ainda assim, pensamos que as bases de Grobner sao um tépico da matemadtica muito inte-
ressante e com inimeras aplicagoes, tanto dentro como fora da matematica, tornando-se uma
ferramenta muito poderosa, quando aliada a outras dreas como a andlise numérica, para a re-

solucao de sistemas de equagoes polinomiais.

6.2 Outras consideracoes

Além dos melhoramentos apresentados para o algoritmo de Buchberger podem também ser acres-
centadas fungdes heuristicas para a escolha dos pares (i, ) no ultimo algoritmo que vimos, entre
as quais a sugar (consultar [7]). Estas estratégias optimizam o algoritmo de Buchberger tentando

evitar o cdlculo de divisoes desnecessarias e, uma vez que sao 0 passo mais moroso do algoritmo,
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melhorar a eficiéncia deste.

Como pudemos ver na seccao Aplicagoes a dlgebra e a4 geometria, o cdlculo de bases de Grébner
pode ser computacionalmente dispendioso em certas relagoes de ordem, nomeadamente na lexi-
cogréfica. Para uma certa classe de ideais (zero-dimensionais), Faugere et al. sugeriram o seguinte
para tentar ultrapassar estes problemas: calcular a base de Grobner para uma ordem pouco dis-
pendiosa (computacionalmente falando) como a greviex e depois tentar converter esta base para a
ordem pretendida. Este processo chamado Conversdo de bases de Gréobner pode ser aprofundado
em [3].

Um processo semelhante a este mas que resulta para qualquer tipo de ideais e nao apenas para
ideais de dimensao zero foi obtido por Collart et al. e designa-se por passeios de Grébner. O
artigo onde este conceito é introduzido pela primeira vez é [4].

Além destes métodos alternativos para calcular bases de Grobner (que ainda utilizam o algo-
ritmo de Buchberger) e calculam a priori uma base numa ordem pouco dispendiosa computacio-
nalmente e depois traduzem-na para outra ordem, Faugere apresenta em [5] e [6] novos algoritmos
(o Fy e o F5) que dao uso a uma versao muito alterada do algoritmo de Buchberger e a ferramen-
tas da dlgebra linear. Estes algoritmos apresentam grande eficiéncia computacional, e o F5 foi o
primeiro algoritmo a conseguir calcular uma base de Grobner de um certo ideal que pertence a
uma classe de ideais muito complexos de calcular (ideais ciclicos).

Como vimos as bases de Grobner permitem, em certos casos, resolver sistemas de equagoes
polinomiais. Por isto, muitos problemas de engenharia que eram resolvidos aproximando-os por
equacoes lineares, podem agora ser melhor aproximados utilizando polinémios e depois usando
as bases de Grobner para os resolver. Uma aplicacao bastante interessante é na industria do
petréleo: devido a complexa distribuicao do petréleo nos jazigos a quantidade total de petréleo
extraida depende tanto do niimero de furos de extraccao como da quantidade extraida em cada
furo. Devido a tudo isto, normalmente a quantidade extraida é da ordem dos 10% da quantidade
total de petrdleo existente. Modelando este sistema com equagoes polinomiais e resolvendo-o com
bases de Grobner e métodos numéricos, a companhia Shell prevé que consiga agora atingir os 30%
de petréleo extraido. Este projecto chamado Algebraic Oil é um acordo entre a Universidade de
Passau, Alemanha, e a Shell e pode ser aprofundado em http://www.algebraic-oil.uni-passau.de/.

Uma lista com outras interessantes aplicacoes das bases de Grobner que ndo mencionamos
pode ser encontrada em http://moodle.risc.jku.at/file.php/65/main.pdf.

Actualmente Bruno Buchberger mantém actualizada toda a bibliografia sobre bases de Grébner

e topicos relacionados em http://www.ricam.oeaw.ac.at/Groebner-Bases-Bibliography/.
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Lista de Algoritmos

N O U W N

Divisao em k[x1,...,Tn] - o o o oo 6
Algoritmo de Buchberger . . . . . . ... 9
Algoritmo de Buchberger com critérios . . . . . . . . . . . .. ... ... 13
Base de Grobner . . . . . .. L 21
Pertenca a um ideal . . . . . . ... Lo 21
Representacao explicita . . . . . . . ... Lo 21
Tgualdade de ideais . . . . . . . . . . L 21

42



Bibliografia

[1]

[9]

[10]

D. Cox, J. Little and D. O’Shea, Ideals, Varieties and Algorithms. Springer, 2nd Edition,
1996.

M. Ricou, R. Loja Fernandes, Introdugao a Algebm. IST Press, 2004.

J. Faugere, P. Gianni, D. Lazard and T. Mora, Efficient computation of zero-dimensional
Grébner bases by change of ordering. J. Symbolic Comput. 16, 329-344, 1993.

S. Collart, M. Kalkbrenner, and D. Mall, Conwverting bases with the Grobner walk. J. Symbolic
Comp. 24, 465-469, 1997.

J. Faugere, A new efficient algorithm for computing Grébner bases (F4). Journal of Pure and
Applied Algebra 139, 61-88, 1999.

J. Faugere, A new efficient algorithm for computing Gréobner bases without reduction to zero
(F'5). Proceedings of the 2002 International Symposium on Symbolic and Algebraic Compu-
tation ISSAC, 75-83, 2002.

A. Giovini , T. Mora , G. Niesi , L. Robbiano , C. Traverso, "One sugar cube, please”or selec-
tion strategies in the Buchberger algorithm. Proceedings of the 1991 international symposium
on Symbolic and algebraic computation, 49-54, 1991.

W. Adams, P. Loustaunau, An introduction to Grobner Bases, vol. 3 of Graduate Studies in
Mathematics. American Mathematical Society, 1994.

David Bayer, The Division Algorithm and the Hilbert Scheme, Ph.D. Thesis, Harvard Uni-
versity, Cambridge, MA, 1982.

http://www.scholarpedia.org/article/ Groebner_basis.

43



